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9 Kontrolńı otázky. 37
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1 Úvod.

1.1 Ćıle modulu.

Odstavec 1. Seznámı́te se s pojmem zobecněné primitivńı funkce a jej́ım využit́ım
při definici Newtonova integrálu, který nám umožńı výpočet ,,určitých” in-
tegrál̊u. Je nutné dobře zvládnout tuto definici se všemi předpoklady (zvláště
nezapomı́nejte na požadavek spojitosti primitivńı funkce F ) a umět pomoćı
této definice řešit určité integrály.

Odstavec 2. Seznámı́te se definićı Riemannova integrálu, kterou budeme využ́ıvat
při odvozováńı jednotlivých vztah̊u u geometrických a fyzikálńıch aplikaćı
určitého integrálu.

Odstavec 3. Je věnován základńım vlastnostem Newtonova integrálu, metodě per
partes a substitučńı metodě po výpočet určitých integrál̊u. Je nutné znát
předpoklady pro použit́ı těchto integračńıch metod a porozumět změně meźı
u substitučńı metody.

Odstavec 4. Je sṕı̌se informativńıho charakteru a jeho ćılem je poskytnout poz-
natky pro využit́ı integrálu závislých na parametru v daľśıch partíıch matem-
atické analýzy.

Odstavec 5. Užit́ım definice Riemannova integrálu jsou zde odvozeny jednotlivé
geometrické aplikace určitého integrálu. Tento odstavec je dosti náročný a
jeho ćılem je, abyste uměli sestavit integrálńı součty pro uvedené aplikace
a t́ım porozuměli vzorc̊um pro jejich výpočet. Bez propoč́ıtáńı dostatečného
množstv́ı př́ıklad̊u se vám jen stěž́ı podař́ı tuto problematiku zvládnout.

Odstavce 6. až 8. Také v těchto odstavćıch je hlavńım ćılem porozumět vytvářeńı
integrálńıch součt̊u pro jednotlivé aplikace určitého integrálu v mechanice a
fyzice. Projděte si d̊ukladně vyřešené př́ıklady a na jejich základě si spoč́ıtejte
př́ıklady ze cvičeńı.

1.2 Požadované znalosti.

Pro zvládnut́ı určitého integrálu je potřebné dobře umět výpočty primitivńıch funkćı
(viz modul Neurčitý integrál). V aplikaćıch určitého integrálu je nezbytné znát grafy
a rovnice základńıch rovinných křivek (viz Dodatek tohoto modulu).

1.3 Doba potřebná ke studiu.

Přibližně lze odhadnout potřebnou dobu ke studiu jednorozměrného integrálu na
15 hodin. Pro źıskáńı zkušenost́ı a zručnosti ve výpočtu aplikačńıch úloh bude ještě
zřejmě zapotřeb́ı daľśı čas závislý na dosavadńı početńı praxi studenta.
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1.4 Kĺıčová slova.

Zobecněná primitivńı funkce, Newton̊uv integrál, Riemann̊uv integrálńı součet, norma
děleńı, Riemann̊uv integrál, základńı vlastnosti Newtonova integrálu, metoda per
partes pro Newton̊uv integrál, metoda substitučńı pro Newton̊uv integrál, délka
křivky, plošný obsah rovinné oblasti, objem rotačńıho tělesa, obsah rotačńı plochy
tělesa, těžǐstě rovinné desky, těžǐstě rovinného oblouku.
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2 Newton̊uv integrál.

Historicky nejstarš́ı je definice Newtonova integrálu, která je založena na pojmu
primitivńı funkce.

Definice 2.1. Řekneme, že funkce F je zobecněná primitivńı funkce k funkci
f v intervalu (a, b),
−∞ ≤ a < b ≤ ∞, jestliže plat́ı

(a) F je spojitá na (a, b),

(b) F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b) s výjimkou nejvýše spočetné
podmnožiny M intervalu (a, b).

Poznámka 2.1. Funkce f přitom nemuśı být definovaná na L ⊆M . Každá konečná
množina je nejvýše spočetná. Množina všech přirozených č́ısel resp. celých č́ısel je
nejvýše spočetná. Posloupnost { 1

n
}∞n=1 je nejvýše spočetná.

Poznámka 2.2. V daľśım budeme mı́sto zobecněné primitivńı funkce už́ıvat stručněǰśı
označeńı – primitivńı funkce.

Definice 2.2. Je-li funkce F primitivńı funkćı k funkci f v (a, b), kde −∞ ≤
a < b ≤ ∞, a existuj́ı-li vlastńı (konečné) limity limx→a+ F (x), limx→b− F (x),
pak č́ıslo

b∫
a

f (x) dx = [F (x)]ba = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

nazýváme Newtonovým integrálem funkce f na intervalu (a, b).
Množinu všech funkćı, které maj́ı Newton̊uv integrál na intervalu (a, b), znač́ıme
N (a, b).

Poznámka 2.3.

(a) Je-li funkce F spojitá v 〈a, b〉, pak

[F (x)]ba = F (b)− F (a).

(b) Pokud známe primitivńı funkci, Newton̊uv integrál podle předešlé definice
snadno spoč́ıtáme. Dále si všimněme, že v předešlé definici nepožadujeme
omezenost intervalu I ani ohraničenost integrované funkce.
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Př́ıklad 2.1. Vypočtěte integrál

∞∫
−∞

1

1 + x2
dx.

Řešeńı. Funkce 1
1+x2 má na intervalu (−∞,∞) primitivńı funkci arctg x a plat́ı

[arctg x]∞−∞ = lim
x→∞

arctg x− lim
x→−∞

arctg x =
π

2
−
(
−π

2

)
= π

a podle Definice 2.2 máme
∞∫

−∞

1

1 + x2
dx = π.

Př́ıklad 2.2. Vypočtěte integrál

b∫
a

f(x) dx,

kde a < 0 < b, pro funkci

f(x) =


−1 pro x ∈ (a, 0),

0 pro x = 0,

1 pro x ∈ (0, b).

Řešeńı. Funkce f má na intervalu (a, b) zobecněnou primitivńı funkci F (x) = |x|
a plat́ı [

|x|
]b
a

= b− (−a) = b+ a

a podle Definice 2.2 máme
b∫

a

f(x) dx = b+ a.

Př́ıklad 2.3. Vypočtěte integrál

1∫
−1

1√
1− x2

dx.

Řešeńı. Funkce 1√
1−x2 má na intervalu (−1, 1) primitivńı funkci arcsin x a plat́ı

[arcsinx]1−1 = arcsin 1− arcsin (−1) =
π

2
−
(
−π

2

)
= π
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a podle Definice 2.2 máme
1∫

−1

1√
1− x2

dx = π.

Př́ıklad 2.4. Vypočtěte integrál

2∫
0

1
3
√

(x− 1)2
dx.

Řešeńı. Zadaná funkce má na intervalu (0, 2) primitivńı funkci 3 3
√
x− 1 a plat́ı[

3 3
√
x− 1

]2
0

= 3(1− (−1)) = 6

a podle Definice 2.2 máme

2∫
0

1
3
√

(x− 1)2
dx = 6.

Př́ıklad 2.5. Vypočtěte integrál

∞∫
0

sin x dx.

Řešeńı. Funkce sinx má na intervalu (0,∞) primitivńı funkci − cosx a plat́ı

[− cosx]∞0 = − lim
x→∞

cosx+ cos 0 = 1− lim
x→∞

cosx,

a protože předešlá limita neexistuje, neexistuje také zadaný integrál.

Př́ıklad 2.6. Vypočtěte integrál

e∫
0

| lnx| dx.

Řešeńı. Plat́ı

| lnx| =

 − lnx pro x ∈ (0, 1),

lnx pro x ∈ (1, e).
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Podle Př́ıkladu 2.4(h) v Modulu Neurčitý integrál je k dané funkci lnx primitivńı
funkce x(lnx− 1). Zobecněná primitivńı je pak

F (x) =

 −x(lnx− 1)− 1 pro x ∈ (0, 1),

x(lnx− 1) + 1 pro x ∈ (1, e).

a podle Definice 2.2 máme

e∫
0

| lnx| dx = [F (x)]e0 = F (e)− lim
x→0+

F (x) = 1 + 1 = 2.

3 Riemann̊uv integrál.

Nyńı si zavedeme definici Riemannova integrálu, která je geometricky velmi názorná
a lze ji využ́ıt jako základ pro přibližný (numerický) výpočet určitého integrálu a
při odvozováńı fyzikálńıch veličin.

Uvažujme interval I = 〈a, b〉 ⊂ R, a < b jsou konečná, reálná č́ısla a nech Dn

je děleńı intervalu 〈a, b〉 s dělićımi body a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b. Každý
interval Ii = 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , n nazýváme částečným intervalem děleńı Dn.

Obrázek 1: Riemann̊uv integralńı součet.

Délku (mı́ru) intervalu Ii definujeme µ(Ii) = xi − xi−1 = ∆xi, i = 1, 2, . . . , n. Výraz
ν(Dn) = maxi=1,2,...,m {∆xi} nazýváme normou děleńı Dn.
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Definice 3.1. Nech f je ohraničená funkce na I, Dn děleńı I s dělićımi body
a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Označme Dn množinu všech n-tic bod̊u ξ(n) =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξi ∈ Ii. ı́slo

S(f,Dn, ξ
(n)) =

n∑
i=1

f (ξi) (xi − xi−1) =
n∑

i=1

f (ξi) ∆xi

pro ξ(n) ∈ Dn se nazývá Riemannovým integrálńım součtem funkce f ,
př́ıslušným děleńı Dn a n-tici ξ(n) ∈ Dn.

Definice 3.2. ekneme, že funkce f má na intervalu 〈a, b〉 určitý Riemann̊uv
integrál A ∈ R tehdy a jen tehdy, když plat́ı

lim
n→∞

S(f,Dn, ξ
(n)) = A

pro každou posloupnost {Dn}∞n=1 takovou, že limn→∞ ν(Dn) = 0, každou
posloupnost {ξ(n)}∞n=1 a tato limita nezáviśı na volbě posloupnosti {Dn}∞n=1

a výběru posloupnosti {ξ(n)}∞n=1.

Věta 3.1. Každá spojitá funkce na 〈a, b〉 má určitý Riemann̊uv i Newton̊uv in-
tegrál a tyto integrály jsou si rovny.

Poznámka 3.1. Množinu všech riemannovsky integrovatelných funkćı na 〈a, b〉 znač́ı-
me R(a, b).

Poznámka 3.2. Poč́ıtat Riemann̊uv integrál př́ımo z definice by bylo ovšem velice
pracné. Je tedy zřejmé, že poč́ıtáme Riemann̊uv integrál pomoćı Newtonova.

Poznámka 3.3. Všimněte si, že při konstrukci Riemannova integrálu jsme předpok-
ládali, že jak funkce f tak i interval 〈a, b〉 jsou ohraničené. Při rozšǐrováńı Rieman-
nova integrálu na neohraničené intervaly a pro neohraničené funkce dostáváme tzv.
nevlastńı integrály, které se definuj́ı užit́ım limit, např. integrál∫ ∞

a
f(x) dx,

kde a ∈ R, f je ohraničená a integrovatelná v každém intervalu 〈a, b〉 ⊂ 〈a,∞),
definujeme jako

lim
b→∞

∫ b

a
f(x) dx.

Analogicky definujeme nevlastńı integrál pro neohraničenou funkci v intervalu 〈a, b〉.
V př́ıpadě, že jsou limity konečné, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál konverguje (nebo že
existuje). Pokud vlastńı limita neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál diverguje.
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Vid́ıme, že tyto úvahy jsou již velmi bĺızké našemu pojet́ı Newtonova integrálu.
Přitom plat́ı, že existuj́ı-li Newton̊uv integrál i Riemann̊uv vlastńı nebo nevlastńı
integrál, pak se sobě rovnaj́ı.

4 Základńı vlastnosti určitého Newtonova integrálu.

Základńı vlastnosti určitého Newtonova integrálu jsou shrnuty v následuj́ıćı větě.

Věta 4.1. Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

(a) Necht’ funkce f a g maj́ı Newton̊uv integrál na intervalu (a, b)
(tj. f, g ∈ N (a, b)). Pak plat́ı

b∫
a

(
kf(x) + lg(x)

)
dx = k

b∫
a

f(x) dx+ l

b∫
a

g(x) dx,

kde k, l jsou libovolná reálná č́ısla.

(b) Necht’ a < c < b. Pak f ∈ N (a, b) právě tehdy, když f ∈ N (a, c) a f ∈ N (c, b).
Nav́ıc plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

(c) Necht’ f , g ∈ N (a, b). Pak plat́ı

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx,

je-li 0 ≤ f (x) ≤ g (x) všude, kde funkce f a g jsou spojité.

(d) Jestlǐze |f | ∈ N (a, b), pak plat́ı∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx.

(e) Jestlǐze |f (x)| ≤ M všude, kde funkce f je spojitá, |f | ∈ N (a, b) a č́ısla a, b
jsou konečná, pak

b∫
a

|f(x)| dx ≤M(b− a).

(f) Jestlǐze je funkce f spojitá na 〈a, b〉 a č́ısla a, b jsou konečná, pak existuje bod
ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

b∫
a

f(x) dx = f (ξ) (b− a).
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(g) Jestlǐze f ∈ N (a, b), pak plat́ı

b∫
a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.

Věta 4.2. (Metoda per partes.) Necht’ u, v ∈ N (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Jsou-
li funkce u a v spojité na (a, b) a maj́ı zde derivaci s výjimkou nejvýše spočetné
množiny bod̊u, pak plat́ı

b∫
a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−

b∫
a

u′(x)v(x) dx,

maj́ı-li alespoň dva ze tř́ı výraz̊u konečnou hodnotu.

Poznámka 4.1. Výrazem [u(x)v(x)]ba rozumı́me

lim
x→b−

u(x)v(x)− lim
x→a+

u(x)v(x)

Důkaz. Plyne z věty o derivaci součinu funkćı a definice primitivńı funkce.

Př́ıklad 4.1. Vypočtěte integrál

I =

1∫
0

(1 + 3x) sin(1− 2x)π dx.

Řešeńı. Funkce u(x) = 1 + 3x, v(x) = 1
2π

cos(1 − 2x)π maj́ı na intervalu (0, 1)
spojité derivace a tedy plat́ı∫ 1

0
(1 + 3x) sin(1− 2x)πdx

=

∣∣∣∣∣∣∣
u(x) = 1 + 3x, v′ (x) = sin(1− 2x)π

u′ (x) = 3, v(x) = cos(1−2x)π
2π

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2π

[
(1 + 3x) cos(1− 2x)π

]1
0
− 3

2π

1∫
0

cos(1− 2x)π dx

= − 2

π
+

1

2π
+

3

4π2

[
sin(1− 2x)π

]1
0

= − 3

2π
.

Př́ıklad 4.2. Vypočtěte integrál

∞∫
0

te−t dt.
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Řešeńı. Funkce te−t má na intervalu (0,∞) primitivńı funkci −(t+ 1)e−t a plat́ı[
−(t+ 1)e−t

]∞
0

= − lim
t→∞

(t+ 1)e−t + 1 = 1

a podle Definice 2.2 máme
∞∫
0

te−t dt = 1.

Př́ıklad 4.3. Vypočtěte integrál

1∫
0

x lnx dx.

Řešeńı. Funkce x lnx je spojitá na (0, 1) a má zde derivaci v každém bodě intervalu
(0, 1).

1∫
0

x lnx dx =

∣∣∣∣∣ u(x) = lnx, v′ (x) = x
u′ (x) = 1

x
, v(x) = 1

2
x2

∣∣∣∣∣
=

[
1

2
x2 lnx

]1
0
− 1

2

1∫
0

x dx

= 0− lim
x→0+

1

2
x2 lnx− 1

4

[
x2
]1
0

= 0− 1

4
= −1

4
.

Věta 4.3. (Věta o substituci.) Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞, funkce ϕ je ryze
monotonńı, spojitá a má konečnou nenulovou derivaci na (a, b) s výjimkou nejvýše
spočetné množiny bod̊u a funkce f je spojitá na intervalu J takovém, že ϕ (a, b) ⊆ J .
Pak plat́ı

ϕ(b−)∫
ϕ(a+)

f(x) dx =

b∫
a

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt,

existuje-li jeden z integrál̊u a kde ϕ(a+) = limt→a+ ϕ(t), ϕ(b−) = limt→b− ϕ(t).

Př́ıklad 4.4. Vypočtěte integrál

∞∫
2/π

1

x2
sin

1

x
dx.

Řešeńı. Zavedeme substituci x = ϕ(t) = 1
t
. Funkce ϕ je ryze monotonńı, spojitá a

má nenulovou derivaci na (0, π
2
). Funkce f(x) = 1

x2 sin 1
x

je spojitá na
(

2
π
,∞

)
.
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∞∫
2/π

1

x2
sin

1

x
dx =

∣∣∣∣∣ x = ϕ(t) = 1
t
, t = π

2
, 0

ϕ′(t) = − 1
t2
, x = ( 2

π
, ∞

∣∣∣∣∣
= −

0∫
π/2

sin t dt =

π/2∫
0

sin t dt

= [− cos t]π/2
0 = − cos

π

2
+ cos 0 = 1.

Př́ıklad 4.5. Vypočtěte integrál

I =

π/2∫
0

1

(1 + tg t)2 cos2 t
dt.

Řešeńı. Zavedeme substituci ϕ(t) = tg t = x. Funkce ϕ je rzye monotonńı, spojitá
a má nenulovou derivaci ϕ′(t) = 1

cos2 t
na (0, π

2
). Funkce f je spojitá na (0,∞).

I =

∣∣∣∣∣ x = ϕ(t) = tg t, t = 0, π
2

ϕ′(t) = 1
cos2 t

, x = 0, ∞

∣∣∣∣∣ =
∞∫
0

1

(1 + x)2
dx

=
[
− 1

1 + x

]∞
0

= − lim
x→∞

1

1 + x
+ 1 = 1.

Cvičeńı 4.1. Vypočtěte integrály:

a)

∞∫
0

e−
√

x dx

b)

∞∫
0

xe−x2

dx

c)

∞∫
1

1

x2 (x+ 1)
dx

d)

∞∫
1

e1/x

x2
dx

e)

1∫
0

√
1 + x

1− x
dx

f)

1∫
0

x√
1− x2

dx

g)

∞∫
−∞

arctg2 x

1 + x2
dx

h)

∞∫
0

1

1 + x3
dx

i)

∞∫
1

arctg x

x2
dx

j)

1∫
−1

1√
|x|

dx
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5 Integrál jako funkce horńı (resp. dolńı) meze.

Integrály závislé na parametru.

Věta 5.1. Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞, f ∈ N (a, b) a c ∈ (a, b) libovolné. Pak je
funkce

F (x) =

x∫
c

f(t) dt, x ∈ (a, b)

zobecněnou primitivńı funkćı k funkci f na (a, b).

Označme

I(t) =

b∫
a

f(x, t) dx. (∗)

Věta 5.2. Necht’ funkce f(x, t) je spojitá na intervalu J = 〈a, b〉 × 〈c, d〉. Pak
integrál (∗) je spojitou funkćı proměnné t na intervalu 〈c, d〉.

Př́ıklad 5.1. Necht’ c a d, c < d jsou libovolná č́ısla taková, že 0 /∈ 〈c, d〉. Pro
libovolné t ∈ 〈c, d〉 vypočtěte integrál

I(t) =

1∫
0

f(x, t) dx,

kde funkce f : 〈0, 1〉 × 〈c, d〉 → R je dána předpisem f(x, t) = ex/t.
Řešeńı.

I(t) =

1∫
0

e
x
t dx =

∣∣∣∣∣ x = ϕ(u) = tu, u = 0, 1
t

ϕ′(u) = t, x = 0, 1

∣∣∣∣∣
= t

1/t∫
0

eu du = t
[
eu
]1/t

0
= t

(
e

1
t − 1

)
.

Věta 5.3. Nech funkce f(x, t) je spojitá v proměnné x na intervalu 〈a, b〉 pro každé
t ∈ 〈c, d〉. Dále předpokládejme, že existuje parciálńı derivace f ′t(x, t), která je spojitá
na J = (a, b)× (c, d). Pak plat́ı

I ′(t) =

b∫
a

f ′t(x, t) dx

pro každé t ∈ (c, d).
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Př́ıklad 5.2. Je dána funkce

f(x, t) = arctg
(
x

t

)
na intervalu 〈0, 1〉 × 〈c, d〉, 0 /∈ 〈c, d〉, c < d libovolná reálná č́ısla. Pak pro funkci

I(t) =

1∫
0

arctg
x

t
dx, t ∈ 〈c, d〉

plat́ı

I ′(t) =

1∫
0

(
arctg

x

t

)′
t
dx = −

1∫
0

x

x2 + t2
dx

= −
[
1

2
ln
(
x2 + t2

)]1
0

= ln
|t|√

1 + t2
.

pro každé t ∈ 〈c, d〉.

Př́ıklady integrál̊u závislých na parametru:
Gama funkce

Γ(t) =

∞∫
0

e−xxt−1 dx, t > 0.

Využit́ım funkce Γ lze vypoč́ıtat integrály, které se využ́ıvaj́ı v teorii pravděpodobnosti:

• (tzv. Laplace̊uv–Gauss̊uv integrál)

∞∫
0

e−a2x2

dx =

√
π

2a
, a ∈ R, a > 0,

•
1√
2πσ

t∫
−∞

e−
(x−µ)2

2σ2 dx, µ, σ ∈ R, σ > 0,

kde µ je středńı hodnota a σ je směrodatná odchylka.

6 Geometrické aplikace určitého integrálu.

6.1 Délka křivky.

Před studiem tohoto odstavce si nejprve pozorně prostudujte část Pojem křivky
v rovině v dodatku tohoto modulu – klikněte zde.
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Necht’ je dán oblouk γ ⊂ R2, který má parametrické rovnice

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈a, b〉.

Uvažujme děleńı intervalu 〈a, b〉 ⊂ R s dělićımi body a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn =
b. Předešlým zobrazeńım je parametru ti přǐrazen bod křivky Ai = [ϕ(ti), ψ(ti)].
Chceme znát délku celé křivky. Označme 4li délku úsečky Ai−1Ai. Délka úsečky
Ai−1Ai je tedy dána vztahem

4li =
√

(ϕ(ti)− ϕ(ti−1))
2 + (ψ(ti)− ψ(ti−1))

2.

Délka lomené čáry A0A1 . . . AiAi+1 . . . An je součet

Ln =
n∑

i=1

4li =
n∑

i=1

√
(ϕ(ti)− ϕ(ti−1))

2 + (ψ(ti)− ψ(ti−1))
2.

Toto č́ıslo jistě neudává délku křivky γ přesně, ale přibližně.

Obrázek 2: Délka křivky.

Nyńı na každý výraz pod odmocninou použijeme větu o středńı hodnotě

ϕ(ti)− ϕ(ti−1) = ϕ′(ξi)(ti − ti−1) = ϕ′(ξi)4ti
ψ(ti)− ψ(ti−1) = ψ′(ηi)(ti − ti−1) = ψ′(ηi)4ti,

kde ξi a ηi jsou body lež́ıćı v intervalu (ti−1, ti), i = 1, 2 . . . , n.

17



Můžeme tedy psát

Ln =
n∑

i=1

√
[ϕ′(ξi)]

2 (4ti)2 + [ψ′(ηi)]
2 (4ti)2

=
n∑

i=1

√
[ϕ′(ξi)]

2 + [ψ′(ηi)]
24ti =

n∑
i=1

√
[ϕ′(ξi)]

2 + [ψ′(ηi)]
24ti

Nahrad́ıme-li v předešlém výrazu bod ηi bodem ξi pro i = 1, 2 . . . , n máme

L̃n =
n∑

i=1

√
[ϕ′(ξi)]

2 + [ψ′(ξi)]
24ti,

a tento výraz je integrálńım součetm funkce
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2. Položme

νn = max {4t1,4t2, . . . ,4tn} .

Dá se ukázat, že když νn → 0 pak∣∣∣Ln − L̃n

∣∣∣→ 0.

a přejdeme-li ve výrazu Ln k limitě, tj. bude-li existovat limita

lim
νn→0

L̃n = lim
νn→0

Ln = lim
νn→0

n∑
i=1

√
[ϕ′(ξi)]

2 + [ψ′(ηi)]
24ti,

pak tuto limitu nazveme délkou křivky.
V př́ıpadě parametrických rovnic x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈a, b〉, je tedy délka

křivky dána vztahem

L =

b∫
a

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

a ve speciálńıch př́ıpadech, je-li dána křivka předpisem y = f(x), x ∈ 〈a, b〉 a derivace
f ′ je konečná na (a, b), pak plat́ı

L =

b∫
a

√
1 + [f ′ (x)]2 dx,

nebo je-li dána křivka předpisem x = g(y), y ∈ 〈c, d〉 a derivace g′ je konečná na
(c, d), pak plat́ı

L =

d∫
c

√
1 + [g′ (y)]2 dy.

Délka křivky v př́ıpadě polárńıch souřadnic r = g(ϕ), kde g je spojitá na 〈α, β〉, g′
konečná na (α, β) je

L =

β∫
α

√
g2(ϕ) + [g′(ϕ)]2 dϕ.
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Př́ıklad 6.1. Vypočtěte délku jednoho oblouku cykloidy o parametrických rovnićıch

x = ϕ(t) = a(t− sin t), y = ψ(t) = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉,

kde a > 0.
Řešeńı.

ϕ′(t) = a(1− cos t), ψ′(t) = a sin t,

L =

2π∫
0

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt =

2π∫
0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t) dt

= a
√

2

2π∫
0

√
1− cos t dt = 2a

2π∫
0

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ dt = 2a

2π∫
0

sin
t

2
dt

= 2a
[
−2 cos

t

2

]2π

0
= 4a(− cos π + cos 0) = 8a [m].

Př́ıklad 6.2. Vypočtěte délku křivky o rovnici f(x) = lnx, x ∈ 〈
√

3,
√

8〉.
Řešeńı.

L =

√
8∫

√
3

√
1 + [f ′(x)]2 dx =

√
8∫

√
3

√
1 +

1

x2
dx =

√
8∫

√
3

√
x2 + 1

x
dx

=

∣∣∣∣∣ x = ϕ(u) =
√
u2 − 1 x =

√
3,
√

8
ϕ′(u) = u√

u2−1
u = 2, 3

∣∣∣∣∣
=

3∫
2

u2

u2 − 1
du =

3∫
2

(
1 +

1

u2 − 1

)
du

=

3∫
2

(
1 +

1

2(u− 1)
− 1

2(u+ 1)

)
du

=
[
u+

1

2
ln
u− 1

u+ 1

]3
2

= 1 +
1

2
ln

3

2
.
= 1.203 [m].

Cvičeńı 6.1. Vypočtěte délku křivky:
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a) y = 1− ln(cosx), x ∈
(
0,
π

4

)
;

b) y = ln
ex + 1

ex − 1
, x ∈ (ln 2, ln 5);

c) y = ex, x ∈ (0, 1) ;

d) y =
√
x− x2 + arcsin

√
x, x ∈ (0, 1) ;

e) x = a cos3 t, y = a sin3, t ∈ (0, π), a > 0;

f) x = a(t sin t+ cos t), y = a(sin t− t cos t), t ∈
(
0,
π

2

)
, a > 0.

6.2 Plošný obsah rovinného obrazce.

• Plošný obsah části roviny

A = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, f1(x) < y < f2(x)},

kde f1, f2 jsou spojité funkce takové, že f1(x) ≤ f2(x), pro každé x ∈ (a, b), se
spočte podle vzorce

P (A) =

b∫
a

[f2(x)− f1(x)] dx.

Podobně, plošný obsah části roviny

B = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, g1(y) < x < g2(y)},

kde g1, g2 jsou spojité funkce takové, že g1(y) ≤ g2(y) pro každé y ∈ (c, d), se
spočte podle vzorce

P (B) =

d∫
c

[g2(y)− g1(y)] dy.

• Obsah části roviny ohraničené grafem funkce dané parametrickými rovnicemi
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉.

P =

β∫
α

ψ(t) |ϕ′(t)| dt, ψ(t) ≥ 0, ϕ′(t) 6= 0, t ∈ (α, β),

P =

β∫
α

ϕ(t) |ψ′(t)| dt, ϕ(t) ≥ 0, ψ′(t) 6= 0 t ∈ (α, β).
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• Plošný obsah v př́ıpadě polárńıch souřadnic r = g(ϕ), kde g je kladná a spojitá
funkce definovaná na intervalu 〈α, β〉 ⊆ 〈0, 2π〉, je daný vztahem

P =
1

2

β∫
α

g2(ϕ) dϕ.

Př́ıklad 6.3. Vypočtěte obsah elipsy x2

a2 + y2

b2
= 1, a, b > 0.

Řešeńı.

P = 4

a∫
0

b

a

√
a2 − x2 dx =

∣∣∣∣∣ x = ϕ(t) = a cos t t = π
2
, 0

ϕ′(t) = −a sin t x = 0, a

∣∣∣∣∣
= −4ab

0∫
π/2

sin t
√

1− cos2 t dt = 4ab

π/2∫
0

sin2 t dt = 4ab

π/2∫
0

1− cos 2t

2
dt

= 2ab
[
t− 1

2
sin 2t

]π/2

0
= πab [m2].

Př́ıklad 6.4. Vypočtěte obsah oblasti omezené osou x a křivkou traktrix s para-
metrickými rovnicemi

x = ϕ(t) = a cos t+ a ln tg(t/2), y = ψ(t) = a sin t, t ∈
(
π

4
,
3π

4

)
,

kde a > 0.
Řešeńı.

P = 2

β∫
α

ψ(t) |ϕ′(t)| dt = 2a2

3π/4∫
π/4

∣∣∣∣ 1

sin t
− sin t

∣∣∣∣ sin t dt = 2a2

3π/4∫
π/4

cos2 t dt

= 2a2

3π/4∫
π/4

1 + cos 2t

2
dt = a2

[
t+

1

2
sin 2t

]3π/4

π/4

= a2
(

3

4
π +

1

2
sin

3

2
π − 1

4
π − 1

2
sin

1

2
π
)

=
π − 2

2
a2 [m2].

Př́ıklad 6.5. Vypočtěte obsah lemniskáty r = g(ϕ) = a
√

cos 2ϕ, a > 0.
Řešeńı. Ze symetrie máme

1

4
P =

1

2

π/4∫
0

g2(ϕ) dϕ =
1

2
a2

π/4∫
0

cos 2ϕ dϕ =
1

2
a2
[
1

2
sin 2ϕ

]π/4

0
=

1

4
a2 [m2].

Potom P = a2 [m2].
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Př́ıklad 6.6. Vypočtěte plošný obsah části roviny

A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 8, y2 < 2x}.

Řešeńı.

P = 2

2∫
0

(√
8− y2 − 1

2
y2
)

dy = 2

2∫
0

√
8− y2 dy −

2∫
0

y2 dy = 2P1 − P2,

P1 =

[
1

2
y
√

8− y2 + 4 arcsin

(√
2

4
y

)]2

0

= 2 + arcsin

√
2

2
= 2 + 4π

P2 =
[
1

3
y3
]2
0

=
8

3

Celkem tedy

P =
4

3
+ 2π [m2].

Cvičeńı 6.2. Vypočtěte plošný obsah daného rovinného obrazce A:

a) A = {[x, y] ∈ R2 : y < 3x3, y <
1

x
, x− y < 2, x > 0};

b) A = {[x, y] ∈ R2 : y < arctg x, y > 0, x < 1}.

Cvičeńı 6.3. Vypočtěte obsah oblasti omezené osou x a křivkou s parametrickými
rovnicemi:

a) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ (0, π), a > 0;

b) x = cosh t, y = sinh t, t ∈ (0, 1).

6.3 Objem rotačńıho tělesa.

Necht’ −∞ < a < b < ∞ a necht’ f je spojitá na (a, b). Uvažujme těleso vzniklé
rotaćı plochy

P = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, 0 < y < |f(x)|}

kolem osy x. Odvod́ıme vzorec pro výpočet objemu Vx takto daného rotačńıho tělesa.
Uvažujme děleńı intervalu 〈a, b〉 ⊂ R s dělićımi body a = x0 < x1 < x2 < · · · <

xn = b. Označme 4Vi objem válce o výšce 4xi = xi − xi−1 a poloměru f(ξi), kde
xi−1 ≤ ξi ≤ xi. Potom

4Vi = πf 2(ξi)4xi.

Součet

Vn =
n∑

i=1

4Vi = π
n∑

i=1

f 2(ξi)4xi.
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je pak přibližně objemem tělesa. Položme

νn = max {4x1,4x2, . . . ,4xn}

a přejděme ve výrazu Vn k limitě. Bude-li existovat limita

lim
νn→0

Vn = lim
νn→0

n∑
i=1

f 2(ξi)4xi,

pak ji nazveme objemem tělesa. Plat́ı

Vx = π

b∫
a

f 2(x) dx.

Podobně lze odvodit vzorec pro výpočet objemu Vy tělesa vzniklého rotaćı plochy
P = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, 0 < x < |g(y)|} kolem osy y, kde g je spojitá na (c, d).
Plat́ı

Vy = π
∫ d

c
g2(y) dy.

V př́ıpadě parametrického zadáńı máme

Vx = π

β∫
α

ψ2(t) |ϕ′(t)| dt, ψ(t) ≥ 0, ϕ′(t) 6= 0,

Vy = π

β∫
α

ϕ2(t) |ψ′(t)| dt, ϕ(t) ≥ 0, ψ′(t) 6= 0.

Př́ıklad 6.7. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı kolem osy x plochy

P =
{
[x, y] ∈ R2 : −

√
h/p < x <

√
h/p, 0 < y < −px2 + h

}
,

kde p, h > 0 jsou dané konstanty.
Řešeńı.

Vx = π

b∫
a

f 2(x) dx = π

√
h/p∫

−
√

h/p

(
−px2 + h

)2
dx

= 2π

√
h/p∫

0

(
−px2 + h

)2
dx = 2π

√
h/p∫

0

(
p2x4 − 2phx2 + h2

)
dx

= 2π
[
1

5
p2x5 − 2

3
hpx3 + h2x

]√h/p

0
=

16

15
πh2

√
h

p
[m3].
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Cvičeńı 6.4. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı daného rovinného obrazce
A kolem dané osy:

a) A =
{
[x, y] ∈ R2 : y < x+ 1, y > 2x, x > 0

}
kolem osy x;

b) A =
{
[x, y] ∈ R2 : 0 < x < π, 0 < y < e−x

√
sin x

}
kolem osy x;

c) A =
{
[x, y] ∈ R2 : y > x2, y2 < x

}
kolem osy y.

Cvičeńı 6.5. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı kolem osy y rovinného
obrazce vymezeného křivkou

x = (2 cos t− cos 2t), y = (2 sin t− sin 2t), t ∈
(
0,
π

2

)
.

6.4 Obsah rotačńı plochy.

(a) Rotaćı plochy P = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, 0 < y < |f(x)|} (f ′ konečná na
(a, b)) kolem osy x, resp. rotaćı plochy P = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, 0 < x < |g(y)|}
(g′ konečná na (c, d)) kolem osy y. Uvažujme děleńı intervalu 〈a, b〉 ⊂ R, a < b
konečná, reálná s dělićımi body a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b. Označme 4Pi

obsah pláště komolého kužele o poloměrech f(xi−1), f(xi) a výšce 4xi, pak

4Pi = 2π
f(xi−1) + f(xi)

2

√
(xi − xi−1)

2 + [f(xi)− f(xi−1)]
2.

Součet

Pn =
n∑

i=1

4Pi = 2π
n∑

i=1

f(xi−1) + f(xi)

2

√
(xi − xi−1)

2 + [f(xi)− f(xi−1)]
2

je přibližně obsah pláště tělesa.
Nyńı na výraz pod odmocninou použijeme větu o středńı hodnotě

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ξi) (xi − xi−1) = f ′(ξi)4xi

a
f(xi−1) + f(xi)

2
.
= f(ξi),

kde ξi je bod lež́ıćı v intervalu (xi−1, xi), i = 1, 2 . . . , n. Položme

νn = max {4x1,4x2, . . . ,4xn}

a přejděme ve výrazu Pn k limitě, tj. bude-li existovat limita

lim
νn→0

Pn = lim
νn→0

2π
n∑

i=1

f(ξi)
√

1 + [f ′(ξi)]
24xi,
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pak tuto limitu nazveme plochou pláště tělesa. Dostáváme

Px = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′ (x)]2 dx, Py = 2π

d∫
c

g(y)
√

1 + [g′ (y)]2 dy,

(b) V př́ıpadě parametrického zadáńı máme pro oblouk

Px = 2π

β∫
α

ψ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

kde ψ(t) ≥ 0, pro t ∈ (α, β),

Py = 2π

β∫
α

ϕ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

kde ϕ(t) ≥ 0, pro t ∈ (α, β).

Př́ıklad 6.8. Vypočtěte povrch koule o poloměru r.
Řešeńı.

Px = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′ (x)]2 dx = 2π

r∫
−r

√
r2 − x2

√
1 +

x2

r2 − x2
dx

= 2πr

r∫
−r

dx = 2πr [x]r−r = 4πr2 [m2].

Př́ıklad 6.9. Vypočtěte povrch tělesa, které vznikne rotaćı plochy omezené horńı
polovinou asteroidy o parametrických rovnićıch

x = ϕ(t) = a cos3 t, y = ψ(t) = a sin3 t, t ∈ 〈0, π〉

a osou x.
Řešeńı. Ze symetrie tělesa plyne, že stač́ı vypoč́ıtat polovinu obsahu.

ϕ′(t) = −3a cos2 t sin t, ψ′(t) = 3a sin2 t cos t,√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 =

√
9a2 cos4 t sin2 t,+9a2 sin4 t cos2 t = 3a |sin t cos t| ,

1

2
Px = 2π

β∫
α

ψ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt = 6πa2

π/2∫
0

sin4 t cos t dt

= 6πa2
[
1

5
sin5 t

]π/2

0
=

6

5
πa2 [m2].

Potom celá plocha Px = 12
5
πa2 [m2].

25



Cvičeńı 6.6. Vypočtěte obsah pláště rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı dané plochy
A kolem dané osy rotace:

a) A =
{
[x, y] ∈ R2 : 0 < x <

π

4
, 0 < y < tg x

}
kolem osy x;

b) A =
{
[x, y] ∈ R2 : −3 < x < 2, 0 < y <

√
4 + x

}
kolem osy x.

Cvičeńı 6.7. Vypočtěte obsah plochy vzniklé rotaćı dané křivky γ kolem dané osy:

a) γ : x = cos3 t, y = sin3 t, t ∈
(
0,
π

2

)
kolem osy y;

b) γ : x = 4(1−
√
t), y =

4

3
t
√
t, t ∈ (0, 1) kolem osy x.

7 Aplikace určitého integrálu v mechanice.

7.1 Hmotnost, statický moment a moment setrvačnosti sous-
tavy hmotných bod̊u.

Hmotnost soustavy m je

m =
n∑

i=1

mi.

Statický moment hmotného bodu o hmotnosti m vzhledem k př́ımce p je definován
vztahem

Sp = md,

kde d je orientovaná kolmá vzdálenost hmotného bodu od př́ımky.
Statický moment soustavy hmotných bod̊u o hmotnostech mi vzhledem k př́ımce

p je definován vztahem

Sp =
n∑

i=1

Si =
n∑

i=1

midi,

kde di jsou orientované kolmé vzdálenosti hmotných bod̊u od př́ımky p.
Těžǐstě soustavy hmotných bod̊u je bod T = [xT , yT ], který má tu vlastnost, že

kdyby v něm byla soustředěna veškerá hmota soustavy, pak by měl stejný statický
moment jako celá soustava.

Moment setrvačnosti hmotného bodu o hmotnosti m vzhledem k př́ımce p je
definován vztahem

Ip = md2,

kde d je kolmá vzdálenost hmotného bodu od př́ımky.
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Moment setrvačnosti soustavy hmotných bod̊u o hmotnostech mi vzhledem k
př́ımce p je definován vztahem

Ip =
n∑

i=1

Ii =
n∑

i=1

mid
2
i ,

kde di jsou kolmé vzdálenosti hmotných bod̊u od př́ımky p.

7.2 Hmotnost, statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti
tenké homogenńı rovinné desky A = {[x, y] ∈ R2 : a < x <

b, g(x) ≤ y ≤ f(x)} o plošné hustotě σ [kg ·m−2].

Hmotnost

m = σ

b∫
a

[f(x)− g(x)] dx,

Nyńı odvod́ıme statické momenty vzhledem k souřadným osám (viz Obr. 4)

4mi = σ [f(ξi)− g(ξi)]4xi,

4Si
x =

1

2
[f(ξi) + g(ξi)]4mi =

1

2
σ
[
f 2(ξi)− g2(ξi)

]
4xi,

Sx(n) =
n∑

i=1

4Si
x =

1

2
σ

n∑
i=1

[
f 2(ξi)− g2(ξi)

]
4xi

Obrázek 3: Statický moment soustavy hmotných bod̊u.
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a to je Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci 1
2
σ [f 2(x)− g2(x)]. Položme

νn = max {4x1,4x2, . . . ,4xn}

a přejděme ve výrazu Sx(n) k limitě, tj. bude-li existovat limita

1

2
σ lim

νn→0
Sx(n) = lim

νn→0

1

2
σ

n∑
i=1

[
f 2(ξi)− g2(ξi)

]
4xi,

pak tuto limitu nazveme statickým momentem Sx tenké rovinné desky s plošnou
hustotou σ vzhledem k ose x.

4Si
y = ξi4mi = σ [f(ξi)− g(ξi)] ξi4xi

= σ [f(ξi)− g(ξi)]
(
xi +

1

2
4xi

)
4xi

= σ [f(ξi)− g(ξi)]xi4xi +
1

2
σ [f(ξi)− g(ξi)] (4xi)

2 ,

Sy(n) =
n∑

i=1

4Si
y

= σ
n∑

i=1

[f(ξi)− g(ξi)]xi4xi +
1

2
σ

n∑
i=1

[f(ξi)− g(ξi)] (4xi)
2 .

Prvńı součet je Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci σ x [f(x)− g(x)].
Přejděme ve výrazu Sy(n) k limitě, tj. bude-li existovat limita

lim
νn→0

Sy(n) = σ lim
νn→0

n∑
i=1

[f(ξi)− g(ξi)]xi4xi

+
1

2
σ lim

νn→0

n∑
i=1

[f(ξi)− g(ξi)] (4xi)
2 ,

Obrázek 4: Statické momenty tenké homogenńı rovinné desky.
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pak tuto limitu nazveme statickým momentem Sy tenké rovinné desky s plošnou
hustotou σ vzhledem k ose y. Dá se ukázat, že druhá limita v předešlém výrazu je
nulová.

Celkem dostáváme

Sx =
1

2
σ

b∫
a

[
f 2(x)− g2(x)

]
dx, Sy = σ

b∫
a

x [f(x)− g(x)] dx

a pro souřadnice těžǐstě máme

T = [xT , yT ] =
[
Sy

m
,
Sx

m

]
.

Momenty setrvačnosti

Ix =
1

3
σ

b∫
a

[
f 3 (x)− g3 (x)

]
dx, Iy = σ

b∫
a

x2 [f(x)− g(x)] dx,

Vyjádřeńı v polárńıch souřadnićıch

m =
1

2
σ

β∫
α

r2 (ϕ) dϕ,

Sx =
1

3
σ

β∫
α

r3 (ϕ) sinϕ dϕ, Sy =
1

3
σ

β∫
α

r3 (ϕ) cosϕ dϕ.

Př́ıklad 7.1. Vypočtěte souřadnice těžǐstě tenké homogenńı rovinné desky

Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : y > x2, y < 2/(1 + x2)

}
.

Řešeńı. Je zřejmé, že Sy = 0, protože deska je homogenńı a symetrická vzhledem
k ose y

m = σ

b∫
a

(f (x)− g(x)) dx =

1∫
−1

(
2

1 + x2
− x2

)
dx

= 2

1∫
0

(
2

1 + x2
− x2

)
dx = 2

[
2 arctg x− 1

3
x3
]1
0

= 2
(
π

2
− 1

3

)

=
3π − 2

3
[kg]

.
= 2.475 [kg],

Sx =
1

2
σ

b∫
a

(
f 2 (x)− g2 (x)

)
dx =

1

2

1∫
−1

(
4

(1 + x2)2
− x4

)
dx

=

1∫
0

(
4

(1 + x2)2
− x4

)
dx =

[
2
(

x

x2 + 1
+ arctg x

)
− 1

5
x5
]1
0

= 1 +
π

2
− 1

5
=

5π + 8

10
[kg ·m]

.
= 2.371 [kg ·m],
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T = [xT , yT ] =
[
Sy

m
,
Sx

m

]
=

[
0,

3 (5π + 8)

10 (3π − 2)

]
.
= [0, 0.958] .

Př́ıklad 7.2. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńı rovinné kruhove výseč o hus-
totě σ [kg/m2] o poloměru R a středovém úhlu β − α, 0 ≤ α < β ≤ 2π, vzhledem k
souřadnicovým osám. Použijte polárńı souřadnice.
Řešeńı.

m =
1

2
σ

β∫
α

r2 (ϕ) dϕ =
1

2

β∫
α

R2 dϕ =
1

2
R2

β∫
α

dϕ =
1

2
R2 [ϕ]βα

=
1

2
(β − α)R2 [kg],

Sx =
1

3
σ

β∫
α

r3 (ϕ) sinϕ dϕ =
1

3
R3

β∫
α

sinϕ dϕ =
1

3
R3 [− cosϕ]βα

=
1

3
R3 (cosα− cos β) [kg ·m],

Sy =
1

3
σ

β∫
α

r3 (ϕ) cosϕ dϕ =
1

3
R3

β∫
α

cosϕ dϕ =
1

3
R3 [sinϕ]βα

=
1

3
R3(sin β − sinα) [kg ·m],

T = [xT , yT ] =
[
Sy

m
,
Sx

m

]
=

[
2R(sin β − sinα)

3(β − α)
,−2R(cos β − cosα)

3(β − α)

]
.

Obrázek 5: Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : y > x2, y < 2/(1 + x2)

}
.
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7.3 Hmotnost, statické momenty, těžǐstě a momenty setrvačnosti
homogenńıho rovinného oblouku.

Pro rovinný drát ve tvaru křivky o parametrických rovnićıch

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (α, β)

plat́ı následuj́ıćı vztahy

m = σ

β∫
α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

Sx = σ

β∫
α

ψ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt, Sy = σ

β∫
α

ϕ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

m = σ

b∫
a

√
1 + [f ′ (x)]2 dx,

Sx = σ

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′ (x)]2 dx, Sy = σ

b∫
a

x
√

1 + [f ′ (x)]2 dx,

T = [xT , yT ] =
[
Sy

m
,
Sx

m

]
.

Momenty setrvačnosti

Ix = σ

b∫
a

f 2(x)
√

1 + [f ′ (x)]2 dx, Iy = σ

b∫
a

x2
√

1 + [f ′ (x)]2 dx.

Ix = σ

β∫
α

ψ2(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt, Iy = σ

β∫
α

ϕ2(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Vyjádřeńı v polárńıch souřadnićıch:

m = σ

β∫
α

√
g2(ϕ) + [g′(ϕ)]2 dϕ,

Sx = σ

β∫
α

g(ϕ) sinϕ
√
g2(ϕ) + [g′(ϕ)]2 dϕ,

Sy = σ

β∫
α

g(ϕ) cosϕ
√
g2(ϕ) + [g′(ϕ)]2 dϕ.
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Př́ıklad 7.3. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńıho rovinného drátu o hustotě
σ = 1 [kg ·m−1], ve tvaru jednoho oblouku cykloidy o parametrických rovnićıch

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉, a > 0.

Řešeńı.
ϕ′(t) = a (1− cos t) , ψ′(t) = a sin t

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 =

√
a2 (1− cos t)2 + a2 sin2 t = a

√
2
√

1− cos t

= 2a
∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣

m = σ

β∫
α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt = 2a

2π∫
0

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ dt = 2a

2π∫
0

sin
t

2
dt

= 2a
[
−2 cos

t

2

]2π

0
= 4a(− cos π + cos 0) = 8a [kg],

Sx = σ

β∫
α

ψ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt = 2a2

2π∫
0

(1− cos t) sin
t

2
dt

= 2a2


2π∫
0

sin
t

2
dt−

2π∫
0

sin
t

2
cos t dt


= 2a2

{[
−2 cos

t

2

]2π

0
− 1

2

[
−2

3
cos

3

2
t+ 2 cos

1

2
t
]2π

0

}

= 2a2
(
4 +

4

3

)
=

32

3
a2 [kg ·m],

Sy = σ

β∫
α

ϕ(t)
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt = 2a2

2π∫
0

(t− sin t) sin
t

2
dt

= 2a2


2π∫
0

t sin
t

2
dt−

2π∫
0

sin t sin
t

2
dt


= 2a2

{[
4 sin

t

2
− 2t cos

t

2

]2π

0
− 1

2

[
2 sin

1

2
t− 2

3
sin

3

2
t
]2π

0

}
= 2a2 (4π − 0) = 8πa2 [kg ·m],

T = [xT , yT ] =
[
Sy

m
,
Sx

m

]
=
[
πa,

4a

3

]
.
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7.4 Guldinovy věty

Věta 7.1. (Prvńı Guldinova věta.) Obsah pláště plochy, který vznikne otáčeńım
křivky kolem osy, která tuto křivku neprot́ıná je rovna součinu délky L této křivky a
délky kružnice, kterou oṕı̌se těžǐstě této křivky.

P = 2πL yT .

Př́ıklad 7.4. Pomoćı předešlé věty vypočtěte velikost pláště plochy, která vznikne
rotaćı kolem osy x části roviny omezené obloukem cykloidy o rovnićıch

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉, a > 0,

a osou x. (Využijte výsledky z Př́ıkladu 6.1 a Př́ıkladu 7.3.)
Řešeńı. V Př́ıkladě 6.1 jsme spočetli délku daného oblouku je L = 8a [m] a
z Př́ıkladu 7.3 nav́ıc v́ıme, že yT = 4a/3 [m]. Podle předešlé věty potom máme

P = 2πL yT =
64

3
πa2 [m2].

Věta 7.2. (Druhá Guldinova věta.) Objem tělesa, které vznikne otáčeńım plochy
kolem osy, která tuto plochu neprot́ıná, je roven součinu velikosti obsahu P této
plochy a délky kružnice, kterou oṕı̌se těžǐstě této plochy.

V = 2πP yT .

Př́ıklad 7.5. Pomoćı předešlé věty určete těžǐstě homogenńı rovinné desky

A =

{
[x, y] ∈ R2 : −

√
h

p
< x <

√
h

p
, 0 < y < −px2 + h

}
,

kde p, h > 0, o hustotě σ = 1 [kg ·m]. (Využijte výsledky z Př́ıkladu 6.7.)
Řešeńı. Z Př́ıkladu 6.7 předešlého odstavce známe objem V . Plocha obrazce je dána

P =

b∫
a

f(x) dx =

√
h/p∫

−
√

h/p

(
−px2 + h

)
dx = 2

√
h/p∫

0

(
−px2 + h

)
dx

= 2
[
−1

3
px3 + hx

]√h/p

0
=

4

3
h

√
h

p
m2.

Z Věty 7.2 potom máme

yT =
V

2πP
=

16
15
πh2

√
h
p

8π
3
h
√

h
p

=
2

5
h [m],

a tedy T =
[
0, 2

5
h
]
.
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8 Některé daľśı fyzikálńı aplikace.

Př́ıklad 8.1. Ve stěně nádrže naplněné vodou je obdélńıkový otvor. Horńı hrana
otvoru je ve vzdálenosti h0 metr̊u pod hladinou a dolńı hrana h1 metr̊u. ı́̌rka otvoru
je s metr̊u. Určete, jaké množstv́ı vody Q [m3] vyteče t́ımto otvorem za 1 sekundu.
Řešeńı. Situace je nakreslena na Obr. 6. V hloubce h [m] pod hladinou vytéká voda
rychlost́ı (Toricelliho vzorec)

v =
√

2gh [m · s−1],

kde g
.
= 9.81 [m · s−2] je gravitačńı zrychleńı. Množstv́ı vody, které vyteče z pásu o

výšce 4h a š́ı̌rce s je

4Q = vs4h =
√

2gh s4h [m3 · s−1],

a celkové množstv́ı je

Q =
√

2g s

h1∫
h0

√
h dh =

2

3

√
2g s

(
h1

√
h1 − h0

√
h0

)
[m3 · s−1].

Poznámka 8.1. Ve skutečnosti je ale výtok menš́ı vlivem třeńı ve vodě a vlivem
zúžeńı proudu vody.

Q =
2

3
µ
√

2g s
(
h1

√
h1 − h0

√
h0

)
[m3 · s−1],

kde µ < 1 je tabulkový koeficient.

Př́ıklad 8.2. Vypočtěte práci, kterou muśıme vykonat, abychom vyčerpali rotačně
symetrickou nádrž o výšce v metr̊u (viz Obr. 7), která je celá naplněna kapalinou o
hustotě % [kg ·m−3].
Řešeńı. Element válce vody výšky 4y a poloměru h(y), který má hmotnost

4m = π%h2(y)4y [kg],

muśıme zvednout do výšky v − y, a t́ım vykonáme práci

4W = πg%h2(y)(v − y)4y [J ].

Celková práce potom je

W = πg%

v∫
0

h2(y)(v − y) dy [J ].
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Obrázek 6: Př́ıklad 8.1.

Obrázek 7: Př́ıklad 8.2.
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Př́ıklad 8.3. Jakou celkovou tlakovou silou p̊usob́ı kapalina na stěnu nádrže, která
je naplněna kapalinou o hustotě %[kg ·m−3] do výšky h metr̊u od dna nádrže. Délka
stěny je a metr̊u (viz Obr. 8).
Řešeńı. Na plošný element 4S = a4x v hloubce h− x pod hladinou p̊usob́ı śıla

4F = %g(h− x)4S = %g(h− x)a4x.

Celková tlaková śıla je

F = %ga

h∫
0

(h− x) dx = %ga
[
hx− 1

2
x2
]h
0

=
1

2
%gah2 [N ].

Obrázek 8: Př́ıklad 8.3.
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9 Kontrolńı otázky.

• Kdy je funkce F zobecněnou primitivńı funkćı k funkci f na intervalu (a, b) ?

• Č́ım se lǐśı zobecněná primitivńı funkce od primitivńı funkce zavedené v mod-
ulu Neurčitý integrál?

• Co rozumı́me Newtonovým integrálem funkce f na intervalu (a, b)?

• Co je to Riemann̊uv integrálńı součet funkce f na intervalu 〈a, b〉?

• Jak se definuje určitý Riemann̊uv integrál?

• Jaká je postačuj́ıćı podmı́nka pro rovnost Newtonova a Riemannova integrálu
funkce f na intervalu 〈a, b〉?

• Uved’te základńı vlastnosti Newtonova integrálu.

• Uved’te větu o integraci metodou per partes pro určité integrály.

• Zformulujte větu o substituci pro určité integrály.

• Uved’te integrálńı součty a odpov́ıdaj́ıćı vztahy pro výpočet
a) délky křivky,
b) plošného obsahu vybraných rovinných obrazc̊u,
c) objemu rotačńıho tělesa,
d) obsahu pláště rotačńıho tělesa.

• Co rozumı́me statickým momentem a momentem setrvačnosti soustavy hmotných
bod̊u vzhledem k př́ımce?

• Vysvětlete vztahy pro výpočet těžǐstě homogenńı rovinné desky a homogenńıho
rovinného oblouku.

37



10 Výsledky cvičeńı.

Cvičeńı 4.1.

a) 2 f) 1

b)
1

2
g)

1

12
π3 .

= 2.5839

c) 1− ln 2
.
= 0.3069 h)

2

9
π
√

3
.
= 1.2092

d) e− 1
.
= 1.7183 i)

1

4
π + ln

√
2
.
= 1.1320

e) ∞ j) 4

Cvičeńı 6.1.

a) 2 argtanh(
√

2− 1) [m]
.
= 0.8814 [m]

b) 4 ln 2− ln 5 [m]
.
= 1.1632 [m]

c)
√

1 + e2 −
√

2 + argtanh

√
2

2
− argtanh

1√
1 + e2

[m]
.
= 2.0035 [m]

d) 2 [m]

e) 3a [m]

f)
1

2
π2a [m]

Cvičeńı 6.2.

a) 3.3202 [m2]

b)
1

4
π − 1

2
ln 2 [m2]

.
= 0.4388 [m2]

Cvičeńı 6.3.

a)
3

2
πa2 [m2]

b)
1

2
(sinh 2− 1) [m2]

.
= 0.4067 [m2]

Cvičeńı 6.4.

a) π [m3]
.
= 3.1416 [m2]

b)
1

5
π
(
1 + e−2π

)
[m3]

.
= 0.6295 [m3]

c)
3

10
π [m3]

.
= 0.9425 [m3]

Cvičeńı 6.5.

π(10− 2π) [m3]
.
= 11.6767 [m3]
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Cvičeńı 6.6.

a) π

(√
5−

√
2 + argtanh

√
2

2
− argtanh

√
5

5

)
[m2]

.
= 3.8391 [m2]

b)
5

6
π
(
25−

√
5
)

[m2]
.
= 59.5958 [m2]

Cvičeńı 6.7.

a)
6

5
π [m2]

.
= 3.7699 [m2]

b)
16

9
π
(
2
√

2− 1
)

[m2]
.
= 10.2119 [m2]
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A Pojem křivky v rovině.

Motivace. Uvažujme v rovině trajektorii pohybuj́ıćıho se hmotného bodu po kružnici
o rovnici γ : x2 + y2 = r2. Polohu bodu v každém časovém okamžiku můžeme
určit také tak, že každému č́ıslu t z intervalu 〈0, 2π〉 přǐrad́ıme bod o souřadnićıch
x = ϕ(t) = r cos t a y = ψ(t) = r sin t. Dostáváme tak zobrazeńı

Γ = (ϕ, ψ) : 〈0, 2π〉 → R2,

pro které plat́ı:

• Křivku γ můžeme vyjádřit jako obraz intervalu t ∈ 〈0, 2π〉 při zobrazeńı Γ, tj.

Γ(〈0, 2π〉) = γ. Ṕı̌seme též γ =
{
[ϕ(t), ψ(t)] ∈ R2 : t ∈ 〈0, 2π〉

}
.

• Zobrazeńı Γ je prosté na (0, 2π) a křivka γ je uzavřená, protože Γ(0) = Γ(2π).

• Zobrazeńı Γ má pouze jeden tzv. dvojnásobný bod, nebo pro dvě r̊uzné hodnoty
parametru t1 = 0, t2 = 2π dostáváme stejný bod [1, 0] = ϕ(0) = ϕ(2π).

• Γ je spojité na intervalu 〈0, 2π〉, tj. složky ϕ, ψ jsou spojité na intervalu 〈0, 2π〉.

• Γ′ = (ϕ′, ψ′) je tř́ıdy C1 na intervalu 〈0, 2π〉, tj. složky maj́ı spojité derivace
na uvedeném intervalu.

• Γ′(t) 6= 0 pro všechna t ∈ 〈0, 2π〉, nebo

‖Γ′(t)‖ =
√

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 = r
√

sin2 t+ cos2 t = r > 0

pro t ∈ 〈0, 2π〉.

Abychom mohli ke křivkám zařadit také lomené čáry, asteroidu apod., zavedeme
následuj́ıćı definici:

Definice A.1. Množinu γ ⊂ R2 nazveme křivkou v rovině, jestliže existuje
spojité zobrazeńı Γ intervalu 〈a, b〉 na množinu γ takové, že plat́ı:

1) Zobrazeńı Γ je prosté s výjimkou konečně mnoha bod̊u.

2) Zobrazeńı Γ je po částech tř́ıdy C1 na 〈a, b〉, tj. Γ′ je spojitá s výjimkou
konečně mnoha bod̊u, v nichž existuj́ı jednostranné derivace, které mohou
být r̊uzné.

3) Γ′ má až na konečně mnoho bod̊u nenulovou hodnotu v každém bodě
intervalu 〈a, b〉.

Zobrazeńı pak Γ nazýváme parametrizaćı křivky γ.
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Necht’ k ∈ N. ekneme, že bod C je k-násobným bodem křivky γ, jestliže existuje
právě k r̊uzných hodnot parametru t1, . . . , tk ∈ 〈a, b〉 takových, že C = Γ(ti) pro
i = 1, 2, . . . , k. Křivka γ se nazývá jednoduchá, když nemá v́ıcenásobné body.

Křivka γ se nazývá uzavřená, jestliže Γ(a) = Γ(b). Uzavřenou křivku nazveme
jednoduchou, jestliže nemá žádný v́ıcenásobný bod kromě dvojnásobného bodu Γ(a).

Je-li I1, I2, . . . , In děleńı intervalu 〈a, b〉, pak obrazy dělićıch interval̊u Γ(I1),
Γ(I2), . . . , Γ(In) jsou opět křivky. Posloupnost těchto křivek nazveme děleńım křivky
γ.

Definice A.2. Je-li parametrizace Γ křivky γ prosté zobrazeńı a tř́ıdy C1 na
celém intervalu 〈a, b〉 a má přitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvažujeme
jednostranné derivace) v každém bodě intervalu 〈a, b〉, nazýváme γ obloukem
a zobrazeńı Γ jeho parametrizaćı.

Oblouk γ je sjednoceńım podoblouk̊u γ1, γ2, . . . , γn, jestliže γ = γ1 ∪ γ2 ∪ · · · ∪ γn

a oblouky γi, γj, i 6= j, maj́ı společné nejvýše krajńı body.

Poznámka A.1. V technických aplikaćıch se často křivka γ popisuje bu vektorovou
rovnićı

γ : ~r(t) = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j, t ∈ 〈a, b〉,

nebo parametrickými rovnicemi

γ : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈a, b〉.

Poznámka A.2. Některé křivky je výhodné vyjádřit v polárńıch souřadnićıch. Je-li
křivka zadána v kartézských souřadnićıch rovnićı F (x, y) = 0, pak dosazeńım za

x = r cosϕ, y = r sinϕ

dostaneme rovnici G(r, ϕ) = 0 v polárńıch souřadnićıch. Pokud je možné zapsat tuto
rovnici ve tvaru r = g(ϕ), ϕ ∈ 〈α, β〉, pak ř́ıkáme, že jde o explicitńı tvar rovnice
křivky v polárńıch souřadnićıch.

Např́ıklad pro Bernoulliovu lemniskátu o rovnici(
x2 + y2

)2
+ a2 · (y2 − x2) = 0

dostáváme (
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

)2
+ a2 · (r2 sin2 ϕ− r2 cos2 ϕ) = 0

a odtud r = a
√

cos 2ϕ, ϕ ∈ 〈−π
4
, π

4
〉 ∪ 〈3

4
π, 5

4
π〉.

Př́ıklady křivek.
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1. Elipsa

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1, a, b > 0

Γ(t) = (x0 + a cos t, y0 + b sin t), t ∈ 〈0, 2π〉

2. Hyperbola

x2

a2
− y2

b2
= 1

Γ(t) = (±a cosh t, b sinh t), t ∈ (−∞,∞)

3. Polokubická parabola

y2 − ax3 = 0, x ∈ 〈0,∞), a > 0

Γ(t) =

(
t2

3
√
a
, t3
)
, t ∈ (−∞,∞)

4. Asteroida

x2/3 + y2/3 − a2/3 = 0, a > 0

Γ(t) = (a cos3 t, a sin3 t), t ∈ 〈0, 2π〉

5. Steinerova hypocykloida(
x2 + y2

)2
+ 8ax

(
3y2 − x2

)
+ 18a2

(
x2 + y2

)
− 27a4 = 0, a > 0

Γ(t) = (a (2 cos t+ cos 2t) , a (2 sin t− sin 2t)) , t ∈ 〈0, 2π〉

6. Cykloida

x = a arccos
a− y

a
−
√

2ay − y2, y ∈ 〈0, 2a〉, a > 0

Γ(t) = (a(t− sin t), a(1− cos t)), t ∈ 〈0, 2π〉

7. Kardioida (srdcovka)(
x2 + y2

)2
− 6a2

(
x2 + y2

)
+ 8a3x− 3a4 = 0, a > 0

Γ(t) = (a (2 cos t− cos 2t) , a (2 sin t− sin 2t)) , t ∈ 〈0, 2π〉

8. Descart̊uv list

x3 + y3 − 3axy = 0, a > 0

Γ(t) =

(
3at

1 + t3
,

3at2

1 + t3

)
, t ∈ (−∞,∞), t 6= −1
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9. Bernoulliova lemniskáta(
x2 + y2

)2
+ a2

(
y2 − x2

)
= 0, a 6= 0

Γ(t) =
(

a cos t

1 + sin2 t
,
a cos t sin t

1 + sin2 t

)
, t ∈ 〈−π, π〉

r = a
√

cos 2ϕ, ϕ ∈
〈
−π

4
,
π

4

〉
∪
〈

3

4
π,

5

4
π
〉

10. Dioklova kisoida

y2 − x3

a− x
= 0, a > 0, x 6= a

Γ(t) =

(
at2

1 + t2
,
at3

1 + t2

)
, t ∈ (−∞,∞)

11. Logaritmická spirála

Γ(t) = b
(
eat cos t, eat sin t

)
, t ∈ (−∞,∞), a, b > 0

r = aebϕ, ϕ ∈ 〈0,∞)

12. Archimédova spirála

Γ(t) = (at sin t, −at cos t) , t ∈ 〈0,∞), a > 0

r = aϕ, ϕ ∈ 〈0,∞)
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Obrázek 9: ASTEROIDA a = 1.

Obrázek 10: LEMNISKÁTA a = 1.
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Obrázek 11: KARDIOIDA a = 1.

Obrázek 12: CYKLOIDA a = 1.
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B Vzorová zadáńı kontrolńıch test̊u.

Matematika, 1. semestr Zpracoval:
Test č. 5 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Vypočtěte určité integrály:

a)

π∫
0

√
1− sin2 x dx b)

3∫
0

|1− 3x| dx c)

π/3∫
π/4

x

sin2 x
dx

d)

√
3∫

0

x arctg x dx e)

e−1∫
0

ln(1 + x) dx f)

π/2∫
π/3

e2x cosx dx

g)

2∫
0

√
4− x2 dx h)

ln 8∫
ln 4

ex ·
√
ex − 3

ex + 2
dx i)

π/3∫
π/4

1− cos2 x

sin3 x cosx
dx

j)

π/4∫
0

cos4 x sin2 x dx

2. Rozhodněte o konvergenci nevlastńıch integrál̊u a v př́ıpadě konvergence určete
jejich hodnotu:

a)

+∞∫
1

1

x(x+ 1)
dx b)

+∞∫
−∞

arctg2 x

1 + x2
dx c)

π/2∫
0

1

1− cosx
dx

d)

1∫
0

√
1 + x

1− x
dx

př. 1a 1b 1c 1d 1e 1f 1g 1h 1i 1j 2a 2b 2c 2d
∑

opravil(a)

max. bod̊u 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 26
źıs. bod̊u



Matematika, 1. semestr Zpracoval:
Test č. 5 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Vypočtěte obsah množiny

A =
{
[x, y] ∈ R2 : y ≤ −x2 + 4x− 2, x+ y ≥ 2

}
.

Načrtněte obrázek.

2. Vypočtěte obsah množiny

B =
{
[x, y] ∈ R2 : y ≤ 2x3, y ≤ 2/x, x− y ≤ 1, x ≥ 0

}
.

Načrtněte obrázek.

3. Vypočtěte obsah omezené části roviny ohraničené parabolou y = x2 − 6x + 8
a jej́ımi tečnami v bodech A = [1, 3], B = [4, 0] Načrtněte obrázek.

4. Vypočtěte obsah množiny omezené křivkou zadanou parametricky

x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ 〈0, 2π〉,

kde a > 0 konstanta.

5. Vypočtěte délku oblouku rovinné křivky y = ln
ex + 1

ex − 1
za podmı́nky a ≤ x ≤ b,

kde a, b jsou konstanty takové, že 0 < a < b.

6. Vypočtěte délku oblouku rovinné křivky zadané parametricky

x = a(cos t+ t · sin t), y = a(sin t− t · cos t), t ∈ 〈0, 2π〉,

a > 0 je konstanta.

7. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce

M =
{
[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ π/2, e−x ≤ y ≤ 1 + sin 2x

}
kolem osy x. Načrtněte obrázek.

8. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce ohraničeného
osou x a křivkou zdanou parametricky

x = t2, y = t− t3/3, 0 ≤ t ≤
√

3,

kolem osy x



9. Vypočtěte obsah rotačńı plochy vzniklé rotaćı křivky x2 + (y − b)2 = a2, kde
0 < a < b jsou konstanty, kolem osy x. Načrtněte obrázek.

10. Vypočtěte obsah rotačńı plochy vzniklé rotaćı křivky zadané parametricky

x = t2, y =
t

3

(
t2 − 3

)
, t ∈ 〈0,

√
3〉, kolem osy x.

11. Vypočtěte těžǐstě homogenńı rovinné oblasti určené nerovnostmi

x2 + y2 ≤ a2,
x2

a2
+
y2

b2
≥ 1, x ≥ 0, y ≥ 0,

kde 0 < b < a jsou konstanty. Načrtněte obrázek.

12. Vypočtěte těžǐstě homogenńıho rovinného obrazce omezeného osou x a křivkou
zadanou parametricky x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ 〈0, 2π〉, kde a > 0.

13. Vypočtěte těžǐstě homogenńıch rovinných oblouk̊u, jestliže:

a) y =
x2

4
− 1

2
lnx, 1 ≤ x ≤ 2;

b) x = t2, y = t− t3

3
, 0 ≤ t ≤

√
3.

př. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13a 13b
∑

opravil(a)

max. bod̊u 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 28
źıs. bod̊u
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